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Chapitre 11

II-1 Ensembles

II-1.1 Notions d’ensemble

Ezxercice II-1
On considére I'ensemble A défini par A = {z €
R/2z = 6}. Peut-on écrire A =37

I1-1.2 Sous-ensembles

Exercice 1I-2
Soit E = {1,2,3}. Quel est le nombre de ses par-

ties ?

Exercice 1I-3
Ecrire I'ensemble des parties de E = {a, b, c,d}.

Exercice II-}
On considére I'ensemble B = {3;{4;1}}.

1. Combien d’éléments posséde-t-il 7

2. Déterminer tous ses sous-ensembles.
Ezxercice II-5

Soient A et B deux parties d’'un méme ensemble F.
Montrer que

BCcA«<= ACB
et que o -
BCA<— ACB.

II-1.3 Opérations

Exercice 1I-6
Soient A, B et C trois ensembles. Est-ce que A C

(B UC) entraine nécessairement A C Bou A C C?

Exercice II-7
Soit E' un ensemble, et soient A et B deux sous-

ensembles de E. On appelle différence symétrique de
A et de B, notée AAB, I’ensemble

AAB={x € E/(x € AUB) ET (x ¢ ANDB)}.
1. Décrire « en francais » les éléments de AAB.
2. Montrer que

AAB = (ANB)U(ANB).

3. Calculer AAA, AAD, AAE et AAA.

4. Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un
méme ensemble E. Démontrer que nous avons

(AAB)NC = (ANC)A(BNC)

Ezxercice II-8

Soient A et B deux ensembles. Interpréter d’abord
séparément puis simultanément les relations

AUB=A e ANB=A

Exercice 1I-9
Soit E un ensemble. Montrer que nous avons :

1. Y(A,B) C B2, (ANB=AUB) = (A= B)

2. V(A,B,C) C E3, (AnNB = ANC) ET (AUB =
AUC)) = (B=0C)

Indication : on pourra utiliser la contraposée.
Exercice 1I-10

Soit E' un ensemble et soient A et B deux sous-
ensembles de . « Résoudre » les équations suivantes,
d’inconnue X :

1. XUA=B.
2. XNA=B.
3. X\A=B.
4. A\X = B.
5. XAA=B.

Exercice I1-11
On considére F un ensemble non vide et 'opération
* définie sur p(F) par :

A+«B=A"nB".

Exprimer ZE, AUB et AN B a l’aide de seulement
Popération *.
Ezxercice II-12

Soit F un ensemble fini 4 n éléments. En admettant
que si Card(E) = n alors Card(p(E)) = 2", trouver le
cardinal des ensembles suivants :

1. F = {(A;B) € p(E)xp(E)/AUB = E, ANB =
0}.

2. Si A est une partie fixée de E & p éléments,
Ga={Bep(E)/JAUB=E}.

3. H={(A;B) € p(E) x p(E)/JAU B = E}.




Exercices

II-2 Relations

I1-2.1 Relations sur un ensemble

Ezxercice II-13

Déterminer si la relation définie dans X = {1;2; 3}
par R = {(1;1);(2;3); (3;2)} :

— réflexive ;

— symétrique ;

— antisymétrique;;

— transitive.

Que se passe-t-il si 'on rajoute (2,2) et (3,3) a len-
semble R 7 Et si en plus on rajoute 4 & I’ensemble X ?
Exercice 1I-14

Soit R une relation binaire sur un ensemble E, sy-
métrique et transitive. Que penser du raisonnement
suivant ?

TRy = yRax car R est symétrique,

or (xRy et yRx) entraine xRz car R est transitive,
donc R est réflexive.

Indication : 1l faut trouver l’erreur dans ce raisonnement,
car bien sir s’il y a trois ariomes pour la définition d’une
relation d’équivalence, c’est que deux ne suffisent pas!

I1-2.2 Relation d’équivalence

Ezxercice II-15

Soit E un ensemble. Considérons la relation R dé-
finie sur p(F) par

AR B défini par (A= B) OU (A= B).

Montrer que R est une relation d’équivalence.
Donner les classes d’équivalence.
Ezercice I1-16

On considére 'ensemble N x N* des couples de deux
entiers naturels, et la relation = définie dans N x N*
par

(a;b) = (¢;d) défini par ad = be.

~

Démontrer que = est une relation d’équivalence.
Quelles sont les classes d’équivalence ?

Que se passe-t-il si 'on considére la relation sur
N x N (et non plus sur N x N*)?

Ezxercice IT-17
Montrer que la relation R définie sur R par :

xRy défini par xe¥ = ye”

est une relation d’équivalence. Préciser, pour z fixé
dans R, le nombre d’éléments de la classe de x pour
la relation R.

Indication : poser la fonction t — eit, apreés une étude de
fonction on calculera le nombre d’antécédents possibles.

I1-2.3 Relation d’ordre

Ezxercice I1-18
On définit <« une relation binaire sur Z par :

( (npair ET m impair)
i OU

n<m<:>{ (n pair  ET mpair ET n<m)
i OU

U (nimpair ET m impair ET n >m)

Montrer que <« est une relation d’ordre sur Z. La dé-

crire briévement par une « simple » phrase en frangais.

Est-ce un ordre total 7 Comparer 2 et —5.

Ezxercice 1I-19
On définit une relation binaire < sur R% par :

x<y défini par In € N, y = ™.

Montrer que < est une relation d’ordre. Cet ordre est-il
total 7
Existe-t-il un élément plus grand (resp. plus petit)
que tous les autres?
Ezxercice I1-20
On définit une relation binaire < sur ’ensemble
{z € C/Im (z) > 0} par :

2z’ défini par (|z|<|2’|) ou (|z|=|2’| et Re(z)<Re(2)).

Montrer qu’il s’agit d’'une relation d’ordre total.
Ezxercice I1-21

Soit E ’ensemble des couples (I, f) formé d’un in-
tervalle I et d’une fonction réelle f définie sur I. On
définit une relation < sur E par :

(I, f)<(J, g) défini par (I C J et g1 = f).

Montrer que < est une relation d’ordre sur F.
Est-ce une relation d’ordre total ?

Exercice 1I-22
Soient E un ensemble et f E — R une application

injective. On définit sur E une relation binaire < par :

<y défini par f(x) < f(y).

Montrer que < est une relation d’ordre sur FE.
Si f n’est pas injective, la relation ainsi définie est-
elle toujours une relation d’ordre ?
Ezxercice 1I-23
Soient A et B deux parties d’un ensemble E or-
donné par <. On suppose que A et B ont chacun un
plus grand élément. Qu’en est-il de AUB lorsque 'ordre
est total 7 lorsqu’il ne l'est pas? Que dire de AN B?
Exercice I1-2/4
Soit (F, 4) un ensemble ordonné tel que toute par-
tie non vide admet un plus petit élément et un plus
grand élément.

1. Montrer que 'ordre est total.

2. Montrer que F est fini.

Classe CPES
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Exercice II-25
Soit (F, <) un ensemble ordonné. On définit sur
p(E)\ {0} la relation R par

XRY défini par ((X =Y)
ou(Vze X),(VyeY), < y))

Vérifier que c’est une relation d’ordre.
Si 'ordre < est une relation d’ordre total, la rela-
tion R est-elle un ordre total ?
Exercice 1I-26
On définit sur R? une relation binaire < par :

(z,y)<(a’,y") défini par |2" — 2| <y’ —y.

1. Montrer que c’est une relation d’ordre.

2. On considére un couple (a,b) de R2. Détermi-
ner ’ensemble des majorants et ’ensemble des
minorants de ce couple.

3. Cette relation définit-elle un ordre total ?

Exercice 1I-27
Soient z = (z,y) et 2/ = (a/,y") deux couples or-
donnée de rationnels. On dira que 2<tz’ sil’'on a z < 2’
ousiy <y lorsque z = 2'.
Montrer que cette relation est une relation d’ordre
total sur ’ensemble des couples ordonnés de rationnels.
On considére de tels couples tels que chaque ration-
nel soit contenu dans [0 ; 1[. Cet ensemble admet-il une
borne supérieure ? un plus grand élément ? une borne
inférieure ? un plus petit élément ?
Exercice 1I-28
Soit R la relation définie sur ’ensemble des réels R
par :

(ny) défini par <z2 —yP =z y) .

Soit S la relation définie sur ’ensemble des réels R
par :

(xSy) défini par <z2 —y?<x— y) .

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Démontrer que pour tout z € R, clg(z) =
{z,1—2z} ou clg(z) désigne 'ensemble des élé-
ments en relation avec z (la classe d’équivalence
de z).

3. Démontrer que la relation S est réflexive, tran-
sitive, mais qu’elle n’est ni symétrique ni anti-
symétrique.

4. Soit I I'ensemble des réels supérieurs ou égaux
a 1. Soit &' la relation définie sur I par :

Y(z,y) € I?, (xS’y) défini par (xQ—yQ < xfy) )

Montrer que S’ est une relation d’ordre sur I .

5. Démontrer que :
(xS'y) défini par (Jc < y) )
Exercice 1I-29

Soit f une fonction de [0 ; 1] dans [0 ; 1] croissante.
On note

A={zel0; 1]/f(x) <a}.
Démontrer que A n’est pas vide.
Démontrer que f(A) C A.

Soit a = inf(A). Montrer qur f(a) minore A.

Ll

En déduire que toute application croissante de
[0; 1] dans lui-méme admet un point fixe.

5. Montrer que c’est faux avec [0 ; 1].

II-3 Applications

I1-3.1 Définition d’une application

Exercice 1I-30
Soit X = {1;2;3;4}. Dire si chacune des relations
suivantes est une application de X dans X :
Lof={(23):(1;4):(2:1); (3;2); (4:4)}.
2. 9={(1);(4;2); (1)}
3. h={(2:1);(3;4); (1;4); (2
Exercice 1I-31
Considérons E = {1;2} et F' = {1;2;3}. Détermi-
ner toutes les applications de F dans F', et toutes les
applications de F dans E. Comparer leurs nombres.
Exercice 1I-32
Considérons les applications f et g définies par :

F={(1;3);(2;5); (3;3); (4;1); (5;2) }
g =1{(1;4);(2;1); (3;1); (45 2); (5; 3) }

;1);(4;4) ).

1. Déterminer les images de f et de g.

2. Trouver les applications composées fog et go f.

I1-3.2 Injectivité, surjectivité

Ezercice I1-33
Soient f et g les applications définies de N dans N
par :

f: N — N
n — n+1

— N
L { 0 sin=0
" n—1sin>1
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1. Etudier I'injectivité et la surjectivité de ces ap-
plications.
2. Déterminer foget go f.
Exercice 1I-34

Les applications suivantes sont-elles injectives 7 sur-
jectives 7 bijectives ?

1. f: RY — R
[ — 1+ 22
2. fo: R2 — R2 .
(.y) — (@+y,z—y)
3. f3: R2 — R2
(.y) — (z+y,zy)
4. f + C — C*
z +— e*
5 fs: R — R
xr > z+ﬁ
6. fo : ZxN\{1} — Q
(p,g)  — ptg

Ezxercice I1-35
On considére E, F' et G trois ensembles. Soient f,

g deux applications de E dans F' et de F' dans G res-

pectivement. On pose h = g o f. Montrer que :

1. si f et g sont injectives, alors h 'est aussi;

2. si f et g sont surjectives, alors h ’est aussi;

3. si h est une injection, alors f l'est aussi. Que
peut-on dire pour g7

4. si h est une surjection, alors g l’est aussi. Que
peut-on dire pour f?

5. si h est une surjection et g une injection, alors
f est une surjection ;

6. si h est une injection et f une surjection, alors
g est une injection.

Ezercice I1-36
Soient F, F', G et H des ensembles, et f, g et h des
applications de E dans F, de F' dans G et de G dans
H respectivement. Montrer que si g o f et h o g sont
des bijections, il en est de méme pour f, g et h.
Indication : on pourra utiliser les résultats du [[I=33

Qu’en est-il de la réciproque ?

Ezxercice II-37

On considére des ensembles F, F' et (G, et une ap-
plication ¢ de F dans G.

On définit I'application I' de FZ dans G¥ (ou F¥
désigne l’ensemble des applications de E dans F') qui,
A f € FF associe po f € GF.

1. Montrer que I' est injective si et seulement si ¢

est injective.

2. Montrer que I' est surjective si et seulement si
© est surjective.
Exercice 1I-38
Soit E un ensemble et f une application de E dans
FE vérifiant

fofof=f.

Montrer que f est injective si et seulement si elle est
surjective.

Ezxercice 1I-39
Soient A et B deux parties d’un ensemble E, et f
I’application :

[ p(E)

—  p(A4) x p(B)
X —

(XNA XnNB)

1. Déterminer une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit injective.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit surjective.

Ezxercice 1I-40

Soit E un ensemble et soit f une application de
E dans lui méme. Montrer que f est bijective si et
seulement si pour toute partie A de E nous avons
f(A) = f(A), ot A désigne le complémentaire de A
dans F.

I1-3.3 Application et relation d’ordre

Exercice 11-41

On munit ’ensemble des polyndémes & coefficients
réels de la relation binaire < définie comme suit. Si
P=ag+a1 X +aX?>+ - +a,X"et Q =by+b X+
by X2+ - 4+ b, X™ sont deux polynémes, alors

[ d(P) <d(Q)sid(P)#dQ)
(any .. a0) 4 (by,...,bo)
sid(P)=d(Q)=n

P<@Q —

en munissant I’ensemble des n-uplets ’ordre lexicogra-
phique « (les polynomes sont ordonnés comme les mots
dans un dictionnaire pour mots croisés : d’abord par
longueur de mot, puis ensuite par 'ordre « du diction-
naire »).

On pose le degré du polynéme nul égal & —oo par
convention.

1. Montrer que la relation < est une relation
d’ordre.

2. Est-ce une relation d’ordre total ?
3. Etudier le sens de variations de ’application

D : R[X] — R[X].
P +— P

I1-3.4 Pour aller plus loin...

Exercice II-42

En utilisant le fait que si F' et E sont deux en-
sembles, nous avons FF qui désigne les applications
de E dans F, et que son cardinal est Card(F)C* 4,
retrouver la propriété

Card(p(E)) = 26erd(E),

Ezxercice 1I-43
Montrer qu’il n’existe pas d’application f surjective
d’un ensemble E dans p(E).

Indication : on pourra raisonner par l’absurde et considé-
rer l’ensemble Q = {z € E/x & f(x)}.
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