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Structures algébriques
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Chapitre V

V-1 Lois de composition

V-1.1 Définitions de lois

Ezercice V-1
On définit sur R l'opérateur :

V(z,y) €R?, xxy=1In(e"+eY).
1. Justifier que I'opérateur % est une loi de compo-
sition interne sur R.
2. Cette loi est-elle commutative 7
3. Cette loi posséde-t-elle un élément neutre ?
4. Quels sont les éléments réguliers 7

Ezercice V-2
Soit E un ensemble fini muni d’une loi de composi-
tion interne * associative.
Montrer qu’il existe un élément o de E tel que

a*x o = Q.

Indication : on pourra considérer un élément a € E et
les éléments de la forme a®" pour n € N, en posant
a* =axax---xa (k fois).

Ezxercice V-3

On munit R de la loi de composition * :

V(z,y) € R?, zxy=ay+ (z® — 1)(y> - 1).

Montrer que * est une loi interne sur R qui est com-
mutative, non associative et possédant 1 pour élément
neutre.
Exercice V-4
On munit Rt de la loi de composition * :

V(z,y) € (RT)?, wxy =1 /22 +y2

Montrer que * est une loi interne associative, commu-
tative, admettant 0 pour élément neutre et qu’aucun
élément x autre que 0 ne posséde de symétrique.

Que se passe-t-il si I’'on considére la loi définie sur
R et non RT?

V-1.2 Eléments particuliers

Ezxercice V-5
On définit sur £ = [0 ; 1] la loi « :

V(z,y) € E?, xxy=x+y— xy.

1. Montrer que * est une loi de composition interne
associative et commutative.
Indication : on pourra regarder 1 — (z xy).

2. Déterminer I’élément neutre pour cette loi.
3. Quels sont les éléments inversibles ?
4. Quels sont les éléments réguliers 7

Ezxercice V-6
On considére un ensemble E et on pose X l'en-
semble des applications de E dans F, que 'on munit
de la loi de composition des applications.
Montrer qu'un élément f de X est régulier si et
seulement si f est bijective.
Ezxercice V-7
Soit F un ensemble muni d’une loi interne T asso-
ciative, d’élément neutre e, et soit a € FE.
Montrer que a est inversible si et seulement si

f: E — FE
r — alx

est bijective.
Ezxercice V-8

Soit F un ensemble muni d’une loi de composition
interne associative. Un élément x de E est dit idem-
potent si xTax = x.

1. Montrer que si x et y commutent et sont idem-
potents, alors x Ty aussi.

2. Montrer que si x est idempotent, alors son in-
verse x' I'est aussi.

V-1.3 Morphismes

Ezxercice V-9
On munit R de la loi * définie par :

V(z,y) €R?, zxy = /a3 4y

Montrer que ’application

p: R — R
r — a3

est un isomorphisme de (R, %) vers (R, +).




18

Exercices

V-2 Groupes

Ezercice V-10
Sur R on définit la loi * par axb=a + b+ ab.

1. Montrer que * est une loi interne, associative,
commutative.

2. Montrer que la loi * posséde un élément neutre
que 'on déterminera.

3. Montrer que (R\{—1}, %) est un groupe abélien.

4. Résoudre 'équation 2 %3« x x5 =5 x 3.
Consigne : on traitera cette question en utilisant
les questions ci-dessus et non en revenant a la défi-
nition de la loi x et en effectuant les calculs avec les
+ et X habituels.

Exercice V-11
Montrer que I’ensemble des bijection d’un ensemble
X dans lui-méme, muni de la loi de composition des
applications, est un groupe.
Exercice V-12
Déterminer le groupe des isométriesl du carré.
Quelle est la loi considérée ? Quel est son ordre ? Est-il
abélien ?
Exercice V-13
L’ensemble des bijections dérivables de R dans R
pour les différentes lois constituent-ils un groupe?
Quelle est la loi considérée ?
Exercice V-14
Soit (G, T) un groupe d’élément neutre e. Mon-
trer que si l’on a @' TbTa = b et V' TaTb = o, alors
a*=b*=¢e (ot a* =aTaTaTa).
Indication : on pourra commencer par calculer bTaTb et
aTbTa.
Exercice V-15
Soit (G,.) un groupe, soient a et b deux éléments
de G, et soit n un entier naturel tels que

(ab)" =e.

Montrer qu’alors (ba)™ = e.
Ezxercice V-16

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de com-
position interne (notée multiplicativement) associative,
qui posséde un élément neutre a droite e, c’est & dire
que l'on a

VgeG, ge=g

et telle que tout élément g de G admette un inverse a
droite ¢, c’est a dire :

Vg e G,3¢' € G, gg' =e.

Montrer que (G, .) est un groupe.

Indication : on pourra introduire g”, le symétrique a droite
de g’ pour montrer que le symétrique & droite est aussi
symétrique a gauche, puis montrer que l’élément neutre &
droite est aussi élément neutre & gauche.

Ezxercice V-17
Soit (G,*) un groupe (d’élément neutre e) tel que
pour tout z dans G, z? = e. Montrer que G est com-
mutatif.
Ezxercice V-18
On considére l’ensemble des fonctions homogra-
phiques = gfig, (avec ad — bc # 0) définies sur

la droite projective (c’est a dire la droite réelle complé-

téeld par un élément oo tel que % = o0 et é =0).

Montrer que ces fonctions forment un groupe pour
la composition des applications.

V-2.1 Sous-groupes

Ezxercice V-19
Soient A et B deux sous-groupes d’un groupe (G, .).
On note AB l'’ensemble des produits d’un élément

de A par un élément de B.
Montrer que AB est un sous-groupe si et seulement
si AB = BA.

Ezxercice V-20
Soit (G, -) un groupe noté multiplicativement et soit

A un sous-groupe de G. On appelle normalisateur de
A le sous-ensemble noté N(A) défini par :

{xEG/VaEA, E(ad,ag)€A2,{ @ =T ld }

Tr-a=ag- T

Montrer que N(A) est un sous-groupe de G.
Exercice V-21
Soit S un sous-groupe d'un groupe G noté multi-
plicativement et soit a € G. Montrer que a~'Sa est un
sous-groupe de G. On l'appelle sous-groupe conjugué
de S.
Remarque. Ce résultat s’étend au cas ou S n’est pas un
sous-groupe mais juste un sous-ensemble non vide de G. o
Exercice V-22
Soit w € C\Z et H = {a + wb/(a;b) € Z*}.
Montrer que H est un sous-groupe de (C, +).
Remarque. Si 'on pose w = vd € R\Z, on définit un
groupe noté Z[\/E] qui est appelé une extension du groupe
(Z,+). o
Ezxercice V-23
Soit a € C* et H = {a™/n € Z}.
Montrer que H est un sous-groupe de (C*, x).
Exercice V-24
Soit £ un ensemble et a un élément de E. On
note &(E) Pensemble des bijections de E. Montrer que
H = {f € 6(FE)/f(a) = a} est un sous-groupe de
(6(E),o0).
Exercice V-25
Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe
(G, *) tels que H U K soit aussi un sous-groupe de G.
Montrer que H C K ou K C H.
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

3. On appelle groupe des isométries d’un polygone ’ensemble des transformations géométriques laissant globalement invariant
ce polygone. Par exemple, si les sommets du polygone sont Ay, As... Ay, alors chaque sommet A;, aprés la transformation, devient

I'un des sommets A;.

4. Ne pas confondre co avec 400 et —oo. C’est le méme genre d’élément que dans le compactifié d’Alexandrov.
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Ezxercice V-26
Soit G = R* x R, et x la loi de composition définie
sur G par

(@15 91) * (22;92) = (1225 T1Y2 + Y1).
1. Montrer que (G,*) est un groupe non commu-
tatif.

2. Montrer que R% x R est un sous-groupe de

(G, ).

V-2.2 Morphismes de groupes

Ezxercice V-27
Soit (G, .) un groupe multiplicatif et g un élément
de G. On définit I'application ¢, de G dans G par :

G — G
h +—— ghg™

Pg -
1.
1. Montrer que ¢, est un automorphisme.

2. Si le groupe G est commutatif, que vaut ¢4 ?

Ezxercice V-28
Pour tout couple (a,b) de R?, on pose

—b
Mayb:(z a).

On définit l'ensemble S = { Mo/ (a,b) € R2\ (0, 0)} et
I’application :

f: S
Ma,b

— R
—  a? + b2

1. Montrer que S est un groupe pour la loi usuelle
de multiplication des matrices carrées.

2. Montrer que f est un morphisme du groupe
(S, x) dans le groupe multiplicatif (R*, x).

Ezxercice V-29

Montrer que la fonction exponentielle est un mor-
phisme du groupe (R, +) dans le groupe (R*, x).

Quelle est son image 7 Quel est son noyau ?
Ezxercice V-30

L’application f définie sur C* par f(z) = ﬁ
constitue-t-elle un morphisme de groupe ? Dans ’affir-
mative, on précisera quels groupes et on donnera son
image et son noyau ?
Ezxercice V-31

Soient (G, T) et (G', L) deux groupes et soit f :
G — @’ un morphisme de groupes.

1. Montrer que pour tout sous-groupes H de G,
f(H) est un sous-groupe de (G', L).

2. Montrer que pour tout sous-groupes H' de G’,
f~1(H’) est un sous-groupe de (G, T).

V-3 Anneaux

V-3.1 Structure d’anneaux

Ezxercice V-32
Montrer que ’ensemble D des nombres décimaux

est un sous-anneau de 'anneau (Q, +, x).

Ezxercice V-33
Etant donné un anneau (A, +, X ), on suppose que :

fi A — A
IE’—)ZEQ

est un morphisme surjectif.

Montrer que A est commutatif.
Indication : en posant x = u”? et y = v, on pourra consi-
dérer f(uv) et f(u+v).

V-3.2 Eléments inversibles et réguliers

Exercice V-3
Soit d un entier qui n’est pas un carré parfait. On
pose Z[Vd] = {a + bV/d/(a;b) € Z?}.
— Montrer que Z[Vd] est un sous anneau de
(R, +, x).
— Montrer que Z est un sous-anneau de Z[v/d].
— Quels sont les éléments inversibles 7 Quel est
leur inverse 7
— Que se passe-t-il si d est un carré parfait ?

Ezercice V-35
On note Z[i] 'ensemble des entiers de Gauss, consti-
tué des éléments de la forme

Z]i] = {a +ib/(a;b) € 7}

1. Montrer que Z[i] est un anneau commutatif
pour l'addition et la multiplication des com-
plexes.

2. Déterminer les éléments inversibles de Z[i].

Exercice V-36
Soient A un anneau et a € A. On suppose qu’il
existe un élément et un seul b dans A tel queE’] ab=14.
Montrer que a est régulier & gauche, puis qu'’il est
inversible et que ¢~ = b.
Indication : utiliser ax = ay = alx —y +b) = 1a, et
lunicité de b.
Exercice V-37
Soient A un anneau et a et b deux éléments de A
tels que

ab+ba=14 et a?b+ba®=a.

1. Montrer que a?b = ba? et que 2aba = a.
Indication : utiliser aprés l’avoir montré, le fait
que a*b + ba® = a(ab + ba) entraine ba®> = aba.

2. Montrer que a est inversible et que a~' = 2b.
Indication : montrer et utiliser (ab)? = (1 — ba)?.

5. cela ne signifie pas a priori que b est le symétrique de a, car ce n’est que la multiplication & droite qui donne 1 4.

Ecole des pupilles de air



20

Exercices

Ezxercice V-38

Soient a et b deux éléments d’un anneau (A, +, X)
tels que ab soit inversible et b n’est pas un diviseur de
0. Montrer que a et b sont inversibles.

V-3.3 Diviseurs de zéro et éléments nil-
potents

Ezxercice V-39
Soit A un anneau et a € A un élément nilpotent.
Montrer que 14 —a est inversible et calculer son inverse.
Ezxercice V-40
Soit A un anneau, et soient a et b deux éléments de
A tels que ab soit nilpotent. Montrer que ba 'est aussi.

Exercice V-41
Montrer qu'un anneau (A, 4+, X) n’a pas de divi-

seurs de zéro si et seulement si tous ses éléments non

nuls sont réguliers.

Ezxercice V-42
Soient z et y deux éléments d’un anneau (A, 4, x).

1. Montrer que si x est nilpotent et que = et y
commutent, alors xy est nilpotent.

2. Montrer que si x et y sont nilpotents et com-
mutent, alors x + y est nilpotent.

3. Montrer que si zy est nilpotent, alors yx ’est
aussi.

4. Montrer que si x est nilpotent, alors 1 — x est
inversible. Déterminer alors (1 — z)~ 1.

V-4 Corps

Exercice V-43
On définit sur R les deux lois :

V(a;b) e R, aTb=a+b—1
V(a;b) € R?, alb=ab—a—b+2.

Montrer que (R, T, L) est un corps. On précisera le sy-

métrique d’un réel z (s’il existe) pour chacune des deux

lois.

Exercice V-44
Soient K et I deux corps et f un morphisme de

corps de K dans L. Montrer que f est injectif.

Ezxercice V-45

Soit a € Q7. tel que /a ¢ Q. On pose
Q(va) = {z +yva/(z;y) € Q*}.

1. Montrer que, pour les addition et multiplica-
tion usuelles sur R nous avons Q(y/a) qui est
un corps.

2. Montrer que Q?, muni des opérations usuelles
terme a terme, et Q(y/a) nme sont pas iso-
morphes.

Exercice V-46

Soit A un anneau commutatif fini. Montrer que A
est un corps si et seulement si il ne posséde pas de
diviseurs de zéro.
Exercice V-47

Montrer que (Q, 4, X) ne posséde pas de sous-corps
propres. Autrement dit, montrer que tout sous-corps de
(Q, +, x) est égal & Q lui-méme.

V-5 Espaces vectoriels

Ezxercice V-48

Soit E un R-espace vectoriel. On munit le pro-
duit cartésien F x E de laddition : (z,y) + (2/,y') =
(x +2',y + ') et de la multiplication externe par un
nombre complexe : (a+1ib).(z,y) = (a.x—b.y, a.y+b.x).

Montrer que E X E est alors un C-espace vectoriel.
Exercice V-49

Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vec-
toriels de RN ?

1. {(un), € RY/(uy), bornée}.

2. {(un), € RY/(uy), monotone}.

3. {(un), € RY/(un), convergente}.
4. {(un), € RY/(up),, arithmétique}.
5. {(un), € RY/(uy), géométrique}.

Ezxercice V-50
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vec-
toriels de R? ?

L {(z;y) e R?*/z < y}.

2. {(z;y) € R*/zy = 0}.

3. {(z;y) eR*/z = y}.

4. {(z;y) eR?Jx+y=1}.
Ezercice V-51

Les sous-ensembles de F (R, R) suivants sont-ils des
sous-espaces vectoriels 7

1. {f: R+~ R/f monotone}.

2. {f:R— R/f annule}.

3. {f:R~ R/f s’annule en 0}.
4. {f : R~ R/f impaire}.
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