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VIII-1 Supplémentarité

Exercice VIII-1

On pose E = RR l’ensemble des fonctions réelles.
On admet qu’il s’agit d’un espace vectoriel réel. Soit
F = {f ∈ E/f(0) + f(1) = 0}.

1. Montrer que F est un s.e.v. de E.
2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

Exercice VIII-2

On pose E = C
1
(R,R) l’ensemble des fonctions

réelles de classe C
1
. On admet qu’il s’agit d’un es-

pace vectoriel réel.
On considère les deux ensembles F et G suivants

F = {f ∈ E/f(0) = f ′(0) = 0}
G =

¶

x 7→ ax+ b/(a, b) ∈ R2
©

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E.
Exercice VIII-3

On considère un corps K et −→u = (1; 1; . . . ; 1) un
vecteur de Kn. On admet que Kn est un espace vecto-
riel. Montrer que K = V ect (−→u ) et

H =

{
(x1;x2; . . . ;xn) ∈ Kn

¿

n∑

i=1

xi = 0

}

sont des sous-espaces supplémentaires de Kn.

VIII-2 Familles de vecteurs

Exercice VIII-4

Pour i ∈ [[0 ; 4]] on considère les fonctions fi :
[0 ; 2π] 7→ R définies par :

f1(x) = cosx f2(x) = x cosx

f3(x) = sinx f4(x) = x sinx.

Montrer que la famille (f1, f2, f3, f4) est libre.

Exercice VIII-5

On considère un entier n non nul. Pour tout entier
k ∈ [[0 ; n]], on pose la fonction fk définie par :

fk : R −→ R

x 7−→ ekx

Montrer que la famille (fk)k∈[[0 ; n]] est libre.

Exercice VIII-6

On considère trois réels distincts (modulo 2π) a, b
et c. Les fonctions

f1 : x 7→ sin (a+ x)

f2 : x 7→ sin (b+ x)

f3 : x 7→ sin (c+ x)

sont-elles linéairement indépendantes ?

Exercice VIII-7

On définit les sous-ensembles F et G de R3 par :

F = V ect

ÑÑ

1
1
1

é

,

Ñ

1
0
−1

éé

G =





Ñ

2α
α+ β
2β

é

¡

(α, β) ∈ R2





Justifier que ce sont des sous-espaces vectoriels et mon-
trer que nous avons F = G
Exercice VIII-8

On considère E = Kn[X ] l’ensemble des polynômes
de degré inférieur ou égal à n.

1. Montrer que E est un K-espace vectoriel.

2. Soit F = {P0, P1, ...Pk} (0 6 k 6 n) une famille
de polynômes vérifiant deg(Pi) = i.
Montrer que la famille est libre.

3. Soit G = {Q0, Q1, ...Qk} (0 6 k 6 n) une famille
de polynômes vérifiant V al(Qi) = i.
Montrer que la famille est libre.

Exercice VIII-9

Soit (x1, ..., xn) une famille libre de vecteurs de E et
α1, ..., αn des éléments de K. On pose u = α1x1+ · · ·+
αnxn et pour tout i : yi = xi + u. À quelle condition
sur les αi, la famille (y1, ..., yn) est-elle libre ?
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Exercice VIII-10

Soit E un K-espace vectoriel et (u1, ..., un, un+1)
une famille de vecteurs de E. Montrer que :

1. Si (u1, ..., un) est libre et un+1 6∈ V ect(u1, ..., un)
alors (u1, ..., un, un+1) est libre.

2. Si (u1, ..., un, un+1) est génératrice et un+1 ∈

V ect(u1, ..., un) alors (u1, ..., un) est génératrice.

Exercice VIII-11

Soit (e1, ..., ep) une famille libre de vecteurs de E.
Montrer que pour tout a ∈ E\V ect(e1, ..., ep), la fa-
mille (e1 + a, ..., ep + a) est libre.

VIII-3 Dimension finie

Exercice VIII-12

On se place dans l’espace vectoriel E = R3. On
définit F et G les sous-ensembles définis par :

F = {(x, y, z) ∈ E/2x+ y − z = 0}
G = Vect {(1, 1, 1), (2, 1, 2)}

1. Justifier que F et G sont deux sous-espaces vec-
toriels de E.

2. Déterminer les dimensions des sous-espaces F et
G ainsi qu’une base de chacun d’eux.

3. Déterminer une « équation » de G, c’est à dire
une relation entre les coordonnées d’un vecteur
(x, y, z) de G, de la même manière que pour la
définition de F .

4. Déterminer les sous-espaces vectoriels F ∩G et
F +G.

Exercice VIII-13

Soit E l’ensemble des fonctions réelles telles qu’il
existe a ,b et c pour lesquels : f(x) = (ax2+bx+c) cosx.

1. Montrer que E est sous-espace vectoriel de
F(R,R).

2. Déterminer une base de E et sa dimension.

Exercice VIII-14

Justifier que
(
X2 + 1;X + 1; 1

)
est une base de l’es-

pace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal

à 2 dans R, et décomposer 3X2 + 2X + 1 dans cette
base.
Exercice VIII-15

Justifier que

E = {(x; y; z) ∈ R3/2x− y + z = 0}

est un R-e.v. et en donner une base.
Compléter cette base en une base de R3

Exercice VIII-16

On considère

F = {(x; y − x; z; y)/(x; y; z) ∈ R3}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4

et en donner une base.
Compléter cette base en une base de R4

Exercice VIII-17

Soit p un entier naturel non nul et E l’ensemble des
suites réelles p-périodiques (i.e. l’ensemble des suites
réelles (un)n telles que pour tout n, un+p = un).

Montrer que E un R-espace vectoriel de dimension
finie et déterminer celle-ci.
Exercice VIII-18

Soient F et G deux sev d’un K-ev E de dimension
finie n. Montrer que si dimF +dimG > n alors F ∩G
contient un vecteur non nul.

VIII-4 Applications linéaires

VIII-4.1 Définitions

Exercice VIII-19

Les applications entres espaces vectoriels suivantes
sont-elles des applications linéaires ?

1. f1 : R3 −→ R

(x; y; z) 7−→ x+ y + 2z
.

2. f2 : R2 −→ R

(x; y) 7−→ x+ y + 1
.

3. f3 : R2 −→ R

(x; y) 7−→ xy
.

4. f4 : R3 −→ R

(x; y; z) 7−→ x− z
.

Exercice VIII-20

Soit l’application

f : R2 −→ R2

(x; y) 7−→ (x+ y;x− y)
.

Montrer que f est un automorphisme 9 et déterminer
son automorphisme réciproque.
Exercice VIII-21

Soit l’application

I : C([0 ; 1] ,R) −→ R

f 7−→
∫ 1

0

f(t)dt

.

Montrer que I est une forme linéaire.

9. Un automorphisme est une application linéaire bijective d’un espace dans lui même.
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Exercice VIII-22

Soit f une application linéaire d’un K-espace vecto-
riel E vers un K-espace vectoriel F . Montrer que pour
toute partie A de E, on a f(V ectA) = V ectf(A).

VIII-4.2 Noyaux et images

Exercice VIII-23

Soit l’application

ϕ : C∞(R,R) −→ C∞(R,R)
f 7−→ f ′′ − 3f ′ + 2f.

Montrer que ϕ est un endomorphisme, et préciser son
noyau.
Exercice VIII-24

Soit a un élément d’un ensemble non vide X et soit
E un K-espace vectoriel. On définit l’application ϕa

par :

ϕa : EX −→ E
f 7−→ f(a)

1. Montrer que ϕa est une application linéaire.

2. Déterminer l’image et le noyau de ϕa.

Exercice VIII-25

On considère E le R-espace vectoriel des applica-
tions indéfiniment dérivables sur R et les deux applica-
tions ϕ et ψ définies par :

ϕ : E −→ E
f 7−→ f ′

ψ : E −→ E

f 7−→
Å

x 7→
∫ x

0

f(t)dt

ã

.

1. Montrer que ϕ et ψ sont deux endomorphismes
de E.

2. Exprimer ϕ ◦ ψ et ψ ◦ ϕ.

3. Déterminer les images et noyaux de ϕ et de ψ.

Exercice VIII-26

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomor-
phisme de E tel que

f2 − 3f + 2Id = 0.

1. Montrer que f est inversible et exprimer son in-
verse en fonction de f .

2. Établir que Ker (f − Id) et Ker (f − 2Id) sont
supplémentaires dans E.

Exercice VIII-27

Soient u et v deux formes linéaires non nulles sur
un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que
u et v ont le même noyau si et seulement si il existe un
scalaire α tel que u = αv.
Exercice VIII-28

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f ∈
L (E,F ) et A, B deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que : f(A) ⊂ f(B) ⇐⇒ A + ker(f) ⊂
B + ker(f).

Exercice VIII-29

Soit E le R-espace vectoriel C
∞
(R,R). On consi-

dère les endomorphismes D : f 7→ f ′ et P qui, à f ∈ E
associe sa primitive nulle en 0.

Déterminer les noyaux, les images et les sous-
espaces invariants par D, P , D ◦ P et P ◦D.
Exercice VIII-30

Soient E un K-espace vectoriel et f ∈L (E). Mon-
trer que

1. Ker f = Ker f2 ⇐⇒ Im f ∩Ker f = {0E}.
2. Im f = Im f2 ⇐⇒ Im f +Ker f = E.

3. Que se passe-t-il si f est un projecteur ? (c’est
à dire si f vérifie f ◦ f = f).

Remarque : Dans chacune des équivalences ci-dessus,
l’une des implications est toujours vraie (laquelle ?).

VIII-4.3 Projecteurs

Exercice VIII-31

Soient p et q des projecteurs d’un K-espace vectoriel
E.

Montrer que p + q est un projecteur si et seule-
ment si p ◦ q = q ◦ p = 0L(E) et que, dans ce cas,
Im (p+q) = Im p⊕Im q et Ker (p+q) = Ker p∩Ker q.

Exercice VIII-32

Soient E un K-espace vectoriel, u ∈L (E) et p un
projecteur.

Montrer que u et p commutent si et seulement si le
noyau et l’image de p sont stables par u.

VIII-4.4 Applications linéaires en di-
mensions finies

Exercice VIII-33

Justifier qu’il existe une unique application linéaire
f de R3 dans R2 telle que

f(1, 0, 0) = (0, 1)

f(1, 1, 0) = (1, 0)

f(1, 1, 1) = (1, 1).

Exprimer f(x, y, z) puis déterminer le noyau et l’image
de f .
Exercice VIII-34

Soit E un espace vectoriel non nul de dimension
finie n. On considère une application linéaire f de E
dans E telle que fn−1 6= 0L(E) et fn = 0L(E).

Montrer qu’il existe un vecteur a de E tel que

{a; f(a); f2(a); . . . ; fn−1(a)}

soit une base de E.
Exercice VIII-35

Soit f un endomorphisme de R3 tel que f2 = 0L(R3).

Montrer qu’il existe un vecteur u et ϕ ∈L (R3,R) tels
que f(x) = ϕ(x)u.

École des pupilles de l’air



32 Exercices

VIII-4.5 Théorème du rang

Exercice VIII-36

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et
f ∈L (E). Montrer que :

E = ker f + Im f ⇔ Im f = Im f2.

Remarque : ce résultat peut être vu en dimension quel-
conque (voir exercice VIII-30) mais dans le cas de la dimen-

sion finie, nous avons des méthodes plus spécifiques pour le
justifier.

Exercice VIII-37

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie
et f un endomorphisme de E tel que rg(f2) = rg(f).

1. Comparer Im f2 avec Im f et ker f2 avec ker f .

2. Montrer que Im f et ker f sont supplémentaires
dans E.

VIII-5 Matrices et applications linéaires

VIII-5.1 Matice d’une application

Exercice VIII-38

On considèreE = Rn[X ] muni de sa base canonique
B = {1, X, · · ·Xn}. Pour chacune des applications ci-
dessous, justifier qu’elles sont linéaires et préciser l’en-
semble d’arrivée et leurs matrices.

ϕ : P 7−→ P (1)

ψ : P 7−→
∫ 1

0

P (t)dt.

ζ : P 7−→
∫ X

0

P (t)dt

(pour la dernière application, on identifie l’espace des
polynômes avec celui des fonctions polynomiales).
Exercice VIII-39

On considère E = Kp−1[X ] et F = Kn que
l’on munit de leurs bases canoniques respectives B =
{1, X, · · ·Xp−1} et B′ = (e′i)i∈[[1 ; n]].

On pose (a1, a2 · · · , an) un vecteur de Kn.
Déterminer la matrice de l’application

f : P 7−→ (P (a1), · · · , P (an)).

Exercice VIII-40

On considère l’endomorphisme de C3[X ] défini par

D : C3[X ] −→ C3[X ]
P (X) 7−→ P (X + 1)− P (X).

1. Déterminer sa matrice dans la base canonique.

2. Après avoir montré que la famille B′ = {X +
1;X − 2;X2 +X ;X3 +X2 −X} constitue une
base, déterminer la matrice deD dans cette base
au départ et la base canonique à l’arrivée.

Exercice VIII-41

Soit f l’endomorphisme de C4[X ] défini par :

f : C4[X ] −→ C4[X ]
P (X) 7−→ P (1−X)

et soit A sa matrice dans la base canonique.
Former la matrice A−1.

Exercice VIII-42

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et
f ∈ L(E) tel que f2 6= 0 et f3 = 0. Montrer qu’il

existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
Ñ

0 0 0
1 0 0
0 1 0

é

.

Exercice VIII-43

Soit A =

Ñ

3 1 −3
−1 1 1
1 1 −1

é

. On note B =

(e1, e2, e3) la base canonique de R3 . Soit f l’endo-
morphisme de R3 dont la matrice dans B est A. On
pose ε1 = (1, 1, 1), ε2 = (1,−1, 0), ε3 = (1, 0, 1) et
B′ = (ε1, ε2, ε3).

1. Montrer que B′ constitue une base de R3.

2. Écrire la matrice de f dans cette base.

3. Déterminer une base de ker f et de Im f .

Exercice VIII-44

Soit f ∈ L(R3) représenté dans la base canonique

B par :

Ñ

2 1 −1
0 1 0
1 1 0

é

.

1. Soit C = (ǫ1, ǫ2, ǫ3) avec ǫ1 = (1, 0, 1), ǫ2 =
(−1, 1, 0) et ǫ3 = (1, 1, 1) (exprimés dans la base
canonique). Montrer que C est une base.

2. Déterminer MatC(f).

3. Calculer MatB(fn) pour tout n.

Exercice VIII-45

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B =
(i, j, k). Soit f l’endomorphisme de E dont la matrice

dans B est A =

Ñ

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

é

.

1. Calculer A2. Qu’en déduire sur f ?

2. Déterminer une base de Im f et de ker f .

3. Quelle est la matrice de f relativement à une
base adaptée à la supplémentarité de Im f et
ker f ?

VIII-5.2 Matices de passage

Exercice VIII-46

Reprendre l’exercice VIII-44 en utilisant les ma-
trices de changement de bases pour déterminer la ma-
trice de f dans la base C.
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