CPES

Fonctions de référence

année scolaire 2020-2021

Chapitre X

X-1 Fonctions exponentielles et logarithmes

X-1.1 Pour se rafraichir les idées...

Exercice X-1
Parmi les relations ci-dessous, quelles sont celles qui
sont correctes ?

1. (ab)e = 4. (ab)¢ = a3b?
2. abac = abc 5. (ab)¢ = a®".
3. a?* = (a?)® 6. (a®)¢ = (a®)®

Ezercice X-2
Résoudre les équations suivantes :

1. In(x) = 2.

2. In(z + 1) — In(z) = In(2).
3. e" =2,

4. 7e* +4e7* - 11=0.

5. In(1+x) =2.

6. (In(x))? +2In(x) —3 =0.
7. €% —2e" —3 =0.

Ezercice X-3
Montrer que pour tout réel z € |0 ;

1[ nous avons

xc”(l _ w)l—z >

N~

Indication : étudier la convexité de la fonction x — zlnz.
Exercice X-/
Soit  un nombre réel strictement positif. Simplifier

(explaty) "),

Ezxzercice X-5
Comparer

lim 27 et

li ).
z—0F im, (@)

z—0t

Ezxzercice X-6
Déterminer les limites :

. 1
lim z=.
r—0t

. 1
1. lim z=. 3.
Tr—r+o0

2. lim 2V,
z—0
Ezercice X-7

Résoudre les équations suivantes :

1. e +el ™ =e+1. 2. xV® = (z)".

X-1.2 Fonctions exponentielles

Ezxercice X-8

Résoudre I'équation d’inconnue réelle z :

_ 317% — 31+% _ 22I71

Ezxercice X-9

Montrer que la fonction exponentielle n’est pas une
fonction rationnelle.

Indication : raisonner par l’absurde en suppoant P(X) =
Q(X)eX, avec P et () deux polynomes, puis dériver cette
égalité.

FEzxercice X-10

1. Montrer que pour tout £ > 1, nous avons

1\? 1 \!
1+4-) <e< 14+ —
(+t) e(+t—1)

2. Montrer que pour tous = et y positifs, nous

avons
z\Y 4y
(1 + —) <e’ < (1 + — ) .
Yy Yy

FEzxercice X-11

On considére la fonction f définie sur R par :

f0O)=0 et f(z)=e —or sixz #0.

Montrer que f est de classe " sur R et que,
quelque soit n € N, f("(0) = 0.
Indication : on pourra prouver par récurrence que pour
avec {7 (0) = 0 et pour
tout réel = non nul : f(x) = Z"T@e_m%.

Ezxercice X-12

Résoudre I'équation

tout entier n, f est de classe 1

Ve = /2"
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X-1.3 Fonctions logarithmes

Exercice X-13
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer
que la fonction :

f: R. — R
. In(1 + ax)
In(1 + bzx)

est, croissante.
Indication : on pourra montrer que Inof est croissante.
Exercice X-14
Résoudre dans R les équations :
In(z? — 1) —In(2z — 1) +1n(2) =0
log (x4 2) —log n(x + 1) =log »(z — 1)

oll n est un réel strictement positif différent de 1.
Exercice X-15
Résoudre I’équation d’inconnue réelle z :

log ,(10) = 2log 10, (10) 4 3log 100 10.

Indication : On rappelle que log o(x) = log o(b) X log »(z)

et on pourra poser X = log (x) ot log (z) désigne le loga-

rithme décimal, c’est a dire log 10.

Ezercice X-16
Etant donnés a et b deux réels strictement plus

grands que 1, montrer que 1’on a :

a+b
=
Indication : étudier la convexité de la fonction =
In(Inx).
Ezercice X-17
Montrer que pour tout réel x € Rt nous avons

In

In(a) In(b).

1
x—ingln(qux)gz.

Exercice X-18
Montrer que le nombre de chiffres dans ’écriture
décimale d’un entier n strictement positif est

FE (10g 10(71)) —+ 1

ot E(x) désigne la partie entiére de x.
Ezxercice X-19
Simplifier les expressions suivantes :

In(ln z)
1' €T Inz

2. log »(log 2")).

X-1.4 Croissances comparées

FEzxercice X-20

1. Montrer que si P est un polynoéme de degré n,
alors

lim z7"P(zx) # 0.

T—r+00

2. Montrer que la fonction logarithme n’est pas une
fonction rationnelle.

Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

Ezercice X-21
Déterminer les limites suivantes :
xl' xT
1. lim (%) .
T—+00 ;L'(IT)
a®®)

2. lim — avecl<a<hb.
T——400 b(az)
ale®)
3. lim ——-—= avecl < a.

5 +too p(T®)

X-2 Fonctions circulaires

X-2.1 Fonctions trigonométriques

Ezxercice X-22
Résoudre dans [0 ; 27] les équations et inéquations
suivantes :

1. cos (3t+ % =0.
2. 2sin <4t—
3. cos(t) = L.

Wy ~—

) =1

4. 2sin(t) < V2.
Ezercice X-23

En remarquant que l'on a 7 = 2x
Ezxercice X-24

Donner la période des fonctions numériques de la
variable réelle ¢ définies sur R par :

f1(t) = cos(2t);  fa(t) = 2cos (4t - g)

f3(t) = cos(2t) — 2sin(3t).

s s
3 calculer cos §.

Ezxercice X-25

1. Déterminer les nombres réels constants a et ¢,
avec a > 0 et 0 < ¢ < m, tels que pour tout
nombre réel t,

cos(3t) + sin(3t) = acos(3t — ).

2. Résoudre dans R I’équation

cos(3t) + sin(3t) = 0.

Ezercice X-26
Résoudre dans |—7 ; 7] :

1. cos(z) 4 cos(2z) = sin(3zx) .

2. cosx + cos 2z + cos 3z + cosdxr = sin 2x.
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Ezxercice X-27
Linéariser :

2

1. cos® . 4. cosacosb.

2. coszsin®z.

3. cos? zsin? z. 5. cosacosbcosc.

Ezxercice X-28
Développer :

1. cos3a. 2. tan(a + b+ ¢).

Ezxercice X-29
COST — COSY

. En déduire tan &

Simplifier o3

sinx + siny
Ezercice X-30

1. Résoudre dans R
3cos(x) = 0.

2. Développer cos(3x).

3. Résoudre dans R
3cos(z) = 3.

Ezxercice X-31
Résoudre dans lintervalle |—7 ; =], équation :

I'équation 4 cos®(z) —

I'équation 4 cos®(z) —

Tl
COS i 3 = 2

Donner les solutions dans R.
Ezxzercice X-32
Résoudre dans l'intervalle [0; 27 'équation :

sin (32+ 2 ) =5
in(3e+—5) =3

Ezxzercice X-33

Linéariser :

1. 2cos? 4. 7. 32cost 6.

2. 2sin? 6. 8. 32sin® 6.

3. 4cos36. 9. 32cos?Osin? 6.
4. 4sin®0. 10. 32sin* 0 cos? 6.
5. 8cost 6. 11. 16 cosfsin? 6.
6. 8sin . 12. 16sin 6 cos* 6.

Exercice X-34
Résoudre dans R : cos (t — %) =0.

Ezxercice X-35
Résoudre 1 — sin(3z) = 0.

X-2.2 Fonctions circulaires réciproques

Ezxercice X-36
Calculer :

1. arccos | cos — ).
3
-2

2. arccos (cos T)

47
3. arccos (cos ?)

Ezxercice X-37
Simplifier les expressions suivantes :

1. tan(arcsinx).
2. sin(arccosz).
3. cos(arctan ).

Ezxercice X-38
Simplifier les expressions suivantes :

1. cos(2arccosx). 4. cos(2arctanz).

2. cos(2arcsinz). 5. sin(2 arctanz).

3. sin(2arccos ). 6. tan(2arcsinz).

FEzxercice X-39
Calculer les écritures suivantes :

1. arctan % + arctan % + arctan %.

2. arctan?2 + arctan 3 + arctan(2 + v/3).
4 5 .16
3. arcsin ¢ + arcsin 75 + arcsin gz.

Exercice X-40
Soit f la fonction définie par

f: Df — R .
T — arcsin(Qac\/l—xQ)

1. Quel est I'ensemble de définitionn de f?
2. En posant x = sint, simplifier I’écriture de f.
Ezxercice X-41

Pour tout entier naturel n, on pose f, et g, les
fonctions définies par

fn : Df — R
x  +— cos(narccos(z))
et
gn : Dy — R
sin(n arccos(z))
x AR T

V1—2a?

Montrer que f, et g, sont des fonctions polynomiales.

X-3 Fonctions hyperboliques

Exercice X-42
Résoudre 'équation d’inconnue réelle x :

S5chx — 4shx = 3.

Indication : poser X = e” ou bien t =th .

Ecole des pupilles de air
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Ezxercice X-43
Linéariser et dériver la fonction

f:x+— ch*z.sh?z.

Exercice X-44
Simplifier

Up = ﬁ ch2£k.
k=1

En déduire

lim wu,.
n—-+o0o

Indication : exprimer chx en fonction de shx.
Ezxercice X-45

Etant donné deux réels a et b, et un entier naturel
n, calculer :

Cn=) ch(a+kb) et S,=> sh(a+kb).
k=0 k=0

Indication : faire apparaitre des sommes géométriques.
Exercice X-46
Simplifier ’expression

! 1+tha
. V1—tha /"

Ezxercice X-47

Simplifier
n—1
up =y 2" Fth (28z).
k=0
En déduire
lim  w,.
r—+00

Indication : pour © # 0, écrire 2"th (2%z) sous la forme

F25Y) = (25,

Ezxercice X-48
Simplifier les expressions suivantes :

1. ch(Arg shz).
2. th(Arg shz).
3. sh(2Arg shz).

4. sh(Arg chz).
5. th (Arg chz).
6. ch(Arg thz).

Ezxercice X-49
On considére I’équation

Arg sh (z) + Arg ch (z) = 1.

Justifier que cette équation admet une unique solution,
puis déterminer cette derniére.
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